Calka nieoznaczona - wstep

Pojecia wstepne

Niech funkcja f (jednej zmiennej) bgdzie okre$lona na pewnym przedziale X.

Definicja. Funkcje F nazywamy funkcjg pierwotng funkcji f na przedziale X, jezeli

F'(x)= f(x)
dla kazdego xe X .

Przyklad. Dla podanych funkcji wyznaczy¢ funkcje pierwotne
a) f(x)=x",dla x&(—o0,+00), b) f(x)=sinx,dla xe&(—00,+00) .

Rozwiazanie. Zgodnie z definicja funkcji pierwotnej w obu przypadkach musimy znalez¢ takie
funkgje, ktorych pochodnymi bgda podane funkcje.

a) Funkcja F(x)= ZX4 jest funkcja pierwotng funkcji f(x)=x" na przedziale (—oc,+ c0), gdyz

!/

1
dla kazdego x z tego przedziatu F'(x)= [ZX4] =x.

b) Funkcja F(x)=—cosx jest funkcjg pierwotng funkcji f(x)=sinx na przedziale (—oo,+ c0),
!/

gdyz dla kazdego x z tego przedziatu F'(x) = (— oS x) =sinx.

Mozna zapyta¢, czy wyznaczone w powyzszych przykladach funkcje sa jedynymi funkcjami
pierwotnymi podanych funkcji. Okazuje si¢, ze nie — tatwo stwierdzi¢, ze kazda funkcja, uzyskana
z powyzszych poprzez dodanie dowolnej statej, bedzie rowniez spelnia¢ warunek zapisany w definicji
funkcji pierwotnej. Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie. Jezeli F' jest funkcja pierwotng funkcji f na przedziale X, to

1° funkcja ®(x)= F(x)+C, gdzie C jest dowolng stala, jest rowniez funkcja pierwotng funkcji f
na przedziale X,

2° kazda  funkcje  pierwotng  funkcji f mozna  przedstawi¢ ~w  postaci
F(x)+C.

Definicja. Zbioér wszystkich funkcji pierwotnych funkcji f na przedziale X nazywamy catkg
nieoznaczong funkcji f na przedziale X i oznaczamy symbolem

f f(x)dx.

Mozemy zatem zapisaé
[ r@dx=Fe+c,

gdzie F jest funkcjg pierwotng funkcji f, a C — dowolng statg zwang stalq catkowania. W zapisie tym
funkcje f(x) nazywamy funkcjg podcatkowq, a wyrazenie f(x)dx — wyrazeniem podcatkowym.

Przyklad. Wyznaczy¢ catki

2) f X, b) f sinxdx.



Rozwiazanie. Biorac pod uwage definicj¢ calki nieoznaczonej oraz wczesniejszy przyktad mozemy
zapisaé

a) fx3dx:lx4+C,
4
b) fsinxdx:—cosx+C.

Z definicji funkcji pierwotnej oraz catki nieoznaczonej wynika nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie. Jezeli funkcja f ma funkcje pierwotng na przedziale X, wtedy dla kazdego xe€ X
zachodza wzory:

S f(x)dx}/ — /%),

2° f Fxdy= f(x)+C.

Mozna zatem powiedzie¢, ze catkowanie jest dziataniem odwrotnym do rézniczkowania. W tym
miejscu warto rowniez zaznaczy¢, ze funkcje pierwotne niektorych funkcji elementarnych nie sg
funkcjami elementarnymi, czyli nie wszystkie catki mozna wyrazi¢ w skonczonej postaci przez
funkcje elementarne. Przyktadami takich catek sa:

fli_); , fSil;xdx , fsinxzdx, fe’”zdx.

Obliczanie calek nieoznaczonych ze wzorow podstawowych oraz wlasnosci

Z powyzszej definicji catki nieoznaczonej oraz znanych wzoréw na pochodne wynikajg nastepujace
wzory podstawowe:

(1) fdx=x+C, (7 faxdx:a +C,
Ina
aj. __ 1 a+l dx
2) fx dx_a_—Hx +C, a=-1, (8) fcoszx:tgx-i-C,
1
@) [ Jde=mbc. O[S =agxic,
sin” x

4 fsinxdx: —cosx+C,

(10) f dxzzarctgx—i-C,
I+x
&) fcosxdx:sinx+C,

(ll)f dx =arcsinx+C .
1—x*

6) fexdx:ex+C,

Dodatkowo, przy obliczaniu catek czgsto korzysta si¢ z nast¢pujgcych wtasnosci:
12 [If@+e@nd = [ f@ax+ [gxdr,
13 JU@=-gmldr = [ /@~ [g@ax,

(14) fkf(x)dx = kff(x)dx , k— dowolna stafa.



Przyklad. Obliczy¢ catki:

a) f(12x3—3x2—|—x—5)dx, b) f[%_§+%/_—2sinx dx
X X
)fx 2J_ d)f5-6 3—)(2-3 )
2
—COS x X
€ dx .
) f sin” x b fx2+l

Rozwigzanie. Korzystajac ze wzoréw podstawowych oraz wlasnosci obliczamy:

2) f(12x3 32 —|—x—5)dx:12fx3dx—3fx2dx+fxdx—5fdx:

:12-lx4 —3-lx3 %—lxz—5x—|—C=3x4—x3 —I—lx2 —5x+0C,
4 3 2 2

b) f[%—%+%/x_2—251nx]dx:2fx3dx—3fédx+fxidx—2fsinxdx:

5
:2-Lx’2—3ln|x|+%x3 —2-(—cosx)+C:—%—3ln|x|+§3/x_5—l—2cosx—l—C,
_ 5 x
3
3 3 _3
c) fx—|—22\/_ f—d +f2x :lfld)ﬂ—gfx%lx:
3x 3J x 3
2
:lln|x|+g-[—g]x 3 +C:lln|x|—L+C,
3 30 2 3 2

d) fs'éx?);xz’ydx:fséfxdx—fzéfxdxzsf[gde—zfdx:

:5f2xdx—2fdx:ﬁ2x—2x+C,

2 .2
o) f —cos? X f1+(1- 2cos x)dx:fH-.sgn X

Sll’l X SIn- x sSin- X

1
:f — dx—l—fdx:—ctgx+x—|—C,
sin” x

f) f —fx +1 d —fdx f dx=x—arctgx+C.
x> +1 x*+1




Zadania do samodzielnego rozwigzania

Znalez¢ catki:

1. f(9x2—250x+1)dx, 2. f(z5—2z3+3z—7)dz,
2 2
3. f[5x2—6x+3—g+iz]dx, 4. fudx,
X x X
3 2 1\2
5. [*=ax, 6. [,
x—1 X
dx
7. [ ar, 8. [+
x
3 4
9, f3—3x2\/§+5—x dx, 10. f@dx,
X Ix X
11. f(3+2<‘/§)3dx, 12. f(S"—?acosx)dx,
X _n X X 2x X
13. fde, 14, f32 the e 4
2" e”
15.f cosZJf dx | 16. f cos2x ,
cosx —sinx sin® x cos’ x
17. f - + ,12 +4cosx+ > - |dx.
1—x? sin“x I4+x
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